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Computabilidade: Um pouco de Histéria ...

... um pouco de Matematica

Isabel Cafezeiro e Edward Hermann Heausler
Resumo

Neste artigo apresentmos o contexto histérico em que se desenvolveram importantes
resultados da Teoria da Computabilidade. Apresentamos os Teoremas de Godel e
discutimos suas implica¢gées computacionais.

1. O que € Computabilidade?

The “computable” numbers may be described briefly as the real numbers
whose expressions as a decimal are calculable by finite means. Although
the subject of this paper is ostensibly the computable numbers, it is
almost equally easy to define and investigate computable functions of an
integral variable or a real or computable variable, computable
predicates, and so forth. The fundamental problems involved are,
however, the same in each case, and | have chosen the computable
numbers for explicit treatment as involving the least cumbrous technique.
| hope shortly to give an account of the relations of the computable
numbers, functions, and so forth to one another. This will include a
development of the theory of functions of a real variable expressed in
terms of computable numbers. According to my definition, a number is
computable if its decimal can be written down by a machine. Turing, A.
(1936)

O termo “computével” foi proposto por Alan Turing para designar a totalidade de
ndameros reais cuja expansdo decimal pode ser calculada em tempo finito, através de
recursos finitos. No mesmo artigo, Turing argumenta que este conjunto corresponde ao
conjunto de funcdes ou predicados computaveis. A proposta de Turing consistia em
identificar os possiveis processos envolvidos no ato de “computar um numero”. Para
tanto, Turing definiu um artefato tedrico, que chamou de “méquina de computar”, de
maneira que, todo numero cuja expansdo decimal pudesse ser obtida a partir de
operacdes da maquina seria chamado de “numero computado pela maquina”.



“What are the possible processes which can be carried out in computing
a number?"Turing, A. (1936)

Ao identificar os processos necessarios para computar um nuamero, Eatar®
indiretamente, identificando o conjunto de numeros (funcdes, predicados, etc)
computaveis, e, consequentemente, respondendo a seguinte pergunta: O que pode ser
efetuado pela maquina de computar?

No attempt has yet been made to show that the “computable” numbers
include all numbers which would naturally be regarded as computable.
All arguments which can be given are bound to be, fundamentally,
appeals to intuition, and for this reason rather unsatisfactory
mathematically. The arguments which | shall use are of three kinds. a. A
direct appeal to intuition. b. A proof of the equivalence of two definitions
(in case the new definition has a greater intuitive appeal). c.Giving
examples of large classes of numbers which are compuiillieg, A.
(1936)

Na tentativa de definir o “computavel” Turing se deparou com o seguitiepra: Os
nameros computados pela maquina realmente formam aquele conjunto que,
intuitivamente, consideramos “computavel’? Para responder a talaguestn
precisdo, Turing precisaria provar matematicamente gglet¢dos os numeros que
consideramos “computaveis” podem ser obtidos pela maquina. Desta maneira
maquina computaria necessariamente todos os “nameros computaveis”.rgdadit

seria também necessaria a prova matematica de [gigofdos os nameros que a
maquina computa sdo considerados por nés “numeros computaveis”’. Estasia entd
provado que a maquina ndo computaria nada além do que “nimeros computaveis”.

Tomemos como base uma apresentacédo da Maquina de Turing formulada poftHopcr
and Ullman (1979):

Turing machine is a 7-tuple < @, b ,2, 9, Qo, F > where Q is a finite

set of states]" is a finite set of the tape alphabet/symbolg;/lh" is the
blank symbol (the only symbol allowed to occur on the tape infinitely
often at any step during the computatiahb);a subset of" not including

b is the set of input symbolg; Q xI' - Q xI" x{L,R} is a partial
function called the transition function, where L is left shift, Rightr
shift; Qo is the initial state; F is the set of final or accepting states.

Observe que, a maquina de computar de Turing é uma definicdo formastealesi
definicbes de simbolo€)(,I", b ,Z, J, Qo, F, L eR) e regras precisas de manipulacéo
destes simbolos (dada pela definicdo da furgd@@ xI" - Q xI" x{L,R}). A este
aparato formal (a Maquina de Turing) queremos fazer correspondereatidade:
nameros, e o processo real de computa-los em nossas mentes, ou nassnogguina

existem fisicamente no mundo real.
I
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Figura 1: Objeto representado e representacéo

Cabe gquestionar:

Como estabelecer a correspondéncia exata entre a definicdo &preséntada e o
objeto do mundo real ao qual queremos que esta definicdo corresponda? ¢gaalefini
apresentada reflete a realidade? A definicdo apresentada impde uma nodaderzali

Em face as dificuldades em estabelecer uma correspondénciaetxata que se quer
definir e a definicdo, Turing assume a tripla estratégia dearapeéhtuicdo; estabelecer
correspondéncias com outras definicbes que se proponham a definir 0 mestmoeobj
usar exemplos convincentes.

De 1936, quando Turing inicialmente apresentou o conceito “computavel”, até 2007,
podemos observar um enorme avanco tecnoldgico e cientifico. Neste novo contexto,
podemos agora definir “computavel” de maneira comprovadamente figllidade?
Persiste a necessidade de apelar a intuicdo, a exemplos, e emttedggias? Os
problemas considerados ndo computaveis em 1936 sdo 0os mesmos problemas nao
computaveis dos dias de hoje?

Entendendo “computabilidade” como conceituacao de tudo que pode ser realizado por
computador a discussao a respeito deste tema é fundamental acstestlelaCiéncia

da Computacdo. AComputabilidadevem mostrar ao profissional em formacéo dois
importantes resultados (negativos) com relacdo ao computador. O prigwittado é
consequéncia do trabalho de Gddel, e consiste na constatacdo de que nenpdddo s
resolver através do computador. O segundo resultado negativo, abordado por Turing,
aponta a impossibilidade de caracterizar a classe de probleomputéveis.
Informalmente, poderiamos dizer gs@bemos que existem problemas nédo resolviveis
através de computadores, mas ndo sabemos exatamente quaisas@vés do estudo

da Computabilidade que o profissional da area de informatica adquire pleno
conhecimento da real capacidade dos computadores, e passa a lidarewcom s
instrumento de trabalho de maneira realistica, sem mitos.

O Problema da Parada: um exemplo classico e atual de problema ndo computavel

Escreva um programa que, ao receber um outro programa P juntamentacortrada
E, para e imprime “sim” se P, ao receber E, péara, e, parpranien“ndo” se P, ao
receber E, entra efoop.

Qualquer tentativa para escrever tal programa, excetuando-se O0S tGRSOS,
necessariamente implica em alguma estratégia para acompdhixar de execucéo de
P. Para que a resposta “sim” ou “ndo” seja emitida, € neaespéri esta estratégia
forneca uma conclusdo em tempo finito. Porém, se o programa entremogna
estratégia reproduziraloop, e a resposta “ndo” nunca sera emitida.



2. Antecedentes Histoéricos

2.1 A Fundamentacdo da Matematica

Ao fim do século XIX os matematicos se depararam com situag@eapontavam a
necessidade de uma fundamentacdo mais cuidadosa da Matematicadeblam
guestdes diz respeito ao conceito de séries, e pode ser ilustrada pelo paradoxo de Zenon:

Aquiles e a Tartaruga decidem apostar uma corrida de 100 metros.
Aquiles corre 10 vezes mais rapido do que a tartaruga, e por isto, a
tartaruga inicia com 80 metros de vantagem. Aquiles percorre
rapidamente a distancia inicial que o separa da tartaruga, mas ao
alcancar os 80 metros iniciais, a tartaruga ja se encontrara 8 metros a
frente. Ao alcancar mais 8 metros a frente, a tartaruga ja tera avancado
mais 0,8 metros, e assim, Aquiles nunca alcancara a tartaruga

Este paradoxo leva a crer que a nogdo de movimento € impossivel quandmassum
que tempo e espaco sdo infinitamente subdivisiveis (Carnielli, W. psidilt, R.
(2006)). Raciocinando desta forma, os matematicos do século XIX supunhamn que
soma de infinitos intervalos € infinita. Mas a experimentacdo avasijue Aquiles
alcancaria a tartaruga em pouco tempo. O confronto da observagao dosofatas
explicacdo matematica demonstrava que o aparato matematico daeposaficiente
para formalizar alguns fenémenos. A compreensdo do paradoxo viria att@avés
conceito de series: os intervalos formam uma progressdo geontgoa soma
converge para um valor finito.

As inquietacbes dos matematicos com relacdo a conceitos ndo coneple
compreendidos e formalizados levaram a grandes avancos neste periodosRui@em
por exemplo, 0s seguintes marcos da matematica desta época:

Dedekind (1831-1916Estabelece o Principio da Indugéo e o conceito de nimero real.

Cauchy (1789-1857)Formula a aritmetizacdo da analise, define limite, funcdes,
funcdes continuas e convergéncia de séries e seqiéncias infinitas.

Peano (1889Axiomatiza a Aritmética.
Hilbert (1898-1899)Apresenta a fundamentacdo da Geometria.
Bolzanoconcebe a nocao abstrata de conjunto finito e infinito.

Cantor (1867 — 1871Define a Teoria dos Conjuntos e prova a existéncia de conjuntos
infinitos com diferentes cardinalidades.

Em 1872, o matematico alem&o Dedekind mostra como é possivel definir
precisamente 0s numeros reais a partir dos numeros inteiros e, em 1888,
ele consegue reduzir a aritmética a apenas trés conceitos basicos: a
existéncia do numero 1, o fato de todo ndmero ter um sucessor e 0
principio da indugdo matematica. Finalmente, em 1889, o matemético

italiano Giuseppe Peano estabelece os axiomas da aritmética hoje
aceitos, reduzindo o problema da consisténcia da mateméatica ao

problema da consisténcia da aritmética, isto é, de seus axiomas

Bittencourt (2006)



A empolgagdo com o0s avangos matematicos, e particularmente expsriéem
sucedidas de explicar conceitos matematicos através de outroganuais simples
conduziram alguns matematicos a uma abordagem, que, mais tarde ficocidaonhe
como Abordagem Formalista. Em linhas gerais, os formalistas concahbizatematica
como sistema puramente formal, consistindo na manipulacéo de simbgosyidies

de significado ou interpretacéo.

Empenhados em explicar a matematica através de simbolos, regm@sagr e

mecanismos finitarios, os formalistas prosseguiram em sua utopgte Igrocesso,
foram fortemente motivados pela descoberta de paradoxos que demonstizafgo o
da matemética “ingénua”, baseada na intuicdo. Um destes paradoxosaélaxpale

Russel, que demonstrou a existéncia de contradicdo no interior da(iteg&iaua) dos
conjuntos. Apresentamos, a seguir, em sua versao informal:

O barbeiro de Sevilha faz a barba de todas as (e somente das) pessoas
em Sevilha que nao fazem a barba a si préprias. Pergunta-se: o barbeiro
de Sevilha barbeia-se a si préprio?

A quem responder afirmativamente a questdo acima, argumenta-seé ‘p@ssivel,
pois o barbeiro de Sevilha nédo barbeia a quem barbeia a si préprio.” Argggonder
negativamente a questdo, argumenta-se: “ndo € possivel, pois o barbS&vilda
barbeia todos que ndo barbeiam a si préprio.”

A versao matematica do paradoxo consiste em considerar o conjunto Zakddxe X
0 X}. Questiona-se: Z1Z2?

Assumindo que Z] Z, temos, pela definicdo do conjunto Z, quél Z. Por outro lado,
assumindo que Z1 Z, visto que todos 0s conjuntos que ndo pertencem a si proprio
pertencem a Z, temos que IZZ.

2.2 Interpretacdo computacional da abordagem formalista

A idéia de considerar a matematica como um sistema fornpallgava os matematicos

do século XIX. Os resultados obtidos naquela época, precedentes a invencdo do
computador, se aplicam hoje em dia, ja que o computador é um sisterah capaz
apenas de distinguir a diferenca entre dois niveis de tensdo, quenspres pelos
simbolos 0 e 1, e de efetuar tarefas muito simples de rea$esiizs simbolos, como
resposta a comandos especificos que Ihe fornecemos. Sendo assimagtona de
computar de Turing (1936), quanto a iniciativa formalista de Hilbert (190938),

apesar de antecederem cronologicamente a invencdo do primeiro computaor, di
respeito aos computadores de hoje em dia.

2.3 Paris, 1900

(...) Essa convicgdo da solubilidade de qualquer problema mateméatico
representa para ndés um poderoso estimulo durante o trabalho;
escutamos em nos a voz constante: “Esse € o0 problema, procura a
solugcéo. Podes encontra-la pelo pensamento puro, pois em matematica
nao existe nenhum ignorabimusHilbert, D. (1900)



Em 1900, o mateméatico alemdo David Hilbert lancou, no Segundo Congresso
Internacional de Matematica, em Paris, um desafio aos matemata época. Ele
reuniu uma lista de 23 problemas em aberto, e convocou uma uniao de gs0aC0Ss
que se buscasse a solucdo daqueles problemas. Este episddio éepagte sl busca
pela fundamentagdo da matematica.

Naquela época, os matematicos e filésofos se sentiam incomodadasg@téncia de
problemas cuja falsidade ou veracidade, até entdo, ndo haviam sido prdvadas.
presenca de problemas supostamente verdadeiros ou supostamente falsasduer
todo aparato matematico representava uma ameaca ao rigor nwtematse buscava.
Além disso, ndo havia consenso com relacdo a uma parte da matenetiificada

por Hilbert comadeal ou abstrata Hilbert contrapunha a matematica ideal o conjunto
de numeros naturais e suas manipulacdes finitarias, ao qual denomatavaatica
real, e acreditava na matematica como um sistema formansdd por uma pequena
quantidade de axiomas, e completo: qualquer proposicdo expressa haquela siste
poderia ser provada no proprio sistema. Segundo Hilbert, a matemairctriaf
(ideal) vinha a ser uma extensdo conservativa da matematigstdinit que significa
dizer que a qualquer enunciado demonstrado na matematica ideal uema-peova na
matematica real.

Th(N) O Th(Z) O Th(Q) O Th(R) T TH(C)

f

Figura 2: A visdo de Hilbert: A aritmética, = Th(N), é a teoria mais simples. Todas
as outras sao extensoes dela.

Aritmética

2.4 Bolonha, 1928

O Programa de Hilbert lancado em 1928, propunha a formalizacdo da matematica
visando garantir rigidez e solidez a toda constru¢cdo matemaética.

Em termos gerais, a proposta era reduzir toda matematica putagbes reais e

responder afirmativamente as seguintes questBesnatematica é completa? E
consistente? E decidivel?

A terceira das questdes passou a ser conhecida como "O Probldbexis@o de
Hilbert" ("Hilbert's Entscheidungsproblem™): encontrar um mecanigf@oérico (e
finitario!) que, ao considerar um enunciado qualquer formulado em Légicanaeirg
Ordem, fosse capaz de verificar sua validade ou n&o.

De 1900 a 1930, grande parte da comunidade matematica mundial acreditou na
existéncia de uma matematica segura, finitaria, provadamenteacardivre de
imprecisoes.

2.5 Viena, 1930/31

(...) Em seu diario, Petros assinala a data exata com um comentario
lacbnico, a primeira e ultima referéncia cristd que encontrei em suas
anotacdes: “17de margco de 1933. Teorema de Kurt Godel. Que Maria,

Mae de Deus, tenha piedade de mindaxiadis, A. (2001)



O sonho da matematica solida e segura teve curta duracdo. Hillmertob® toda
comunidade matematica, foi surpreendido em 1930/31 pela publicacdo dos Bedmema
Incompletude de Godel. Estes jogaram por terra as duas primeiras questdes do programa
de Hilbert, e o fez retornar de sua aposentadoria para repehsaeasnatematicas. Os
resultados de Godel publicados ettbér formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter System@&obre proposi¢cdes formalmente indecidiveis

dos Principia Mathematica e outros sistemas semelhantes) ®0d&D31) afetaram
também todos os matematicos da época que se dedicavam a problemas em aberto:

(...) A partir de agora, para cada enunciado ainda indemonstrado, teremos
que perguntar se pode ser um caso da aplicacdo do Teorema da
Incompletude... Toda hip6tese ou conjectura importante pode ser
indemonstravel a priori! A afirmacgéo de Hilbert, “na matematica nédo existe
ignorabimus”, ndo se aplica mais; o chdo que nés pisavamos foi retirado
dos nossos pédhoxiadis, A. (2001)

Os Teoremas de Goédel focalizam sistemas formais expresssufiiente para conter
a teoria dos numeros e enunciam (em versao informal):

(1°) Todo sistema formal é incompleto, ou seja, ha sempre um enunciado qusepode
expresso no sistema, mas cuja prova, ndo pode ser construida no proprio sistema;

(29 O enunciado que declara a consisténcia de um sistema ndo podevado pro
proprio sistema;

O primeiro Teorema de Gddel mostrou a comunidade matematica dagéigoadusca
pela solucdo de alguns dos problemas relacionados por Hilbert podenigtseO
segundo Teorema foi de encontro a formalizacdo da matematica. Dexncaast
consisténcia da matematica enquanto sistema formal implerar@rcularidade: usar a
matematica para provar a consisténcia da prépria matematica.

A divulgacdo dos Teoremas de Gddel causou uma enorme angustia dentre a
comunidade matematica. Em particular, sensibilizou o entédo estudagreddacdo em
Cambridge, Alan Turing. Em 1936, Turing public@n computable numbers, with an
application to the Entscheidungsproblefitring, A. (1936), que introduzia a nogao de
computabilidade Turing apresenta uma maquina hipotética através da qual ele
formaliza o conceito deomputavele mostra que o Problema de Decisao de Hilbert ndo
tem solucao.

We may compare a man in the process of computing a real number to a
machine which is only capable of a finite number of conditions g1, g2, ...,
gR which will be called th-configurations”. The machine is supplied with a
“tape”, (the analogue of paper) running through it, and divided into
sections (called “squares”) each capable of bearing a “symbol”. At any
moment there is just one square, sayrtiie, bearing the symbol i§(which

is “in the machine”.

No mesmo ano, um pouco antes de Turing, Alonzo Church (Church, A. (1936)), havia
chegado a mesma concluséo, de forma independente, e por um caminho diveeso aquel
tracado por Turing.



In a recent paper Alonzo Church has introduced an idea of “effective
calculability”, which is equivalent to my “computability”, but is very
differently defined. Church also reaches similar conclusions about the
Entscheidungsproblem. The proof of equivalence between “computability”
and “effective calculability” is outlined in an appendix to the present paper.
Turing, A. (1936)

Assim, Turing e Church atacam a terceira questao levantada pertHilpdem fim a
abordagem formalista da matematica. Inicia-se uma nova era, ondenmsbhéo
solucionados se confundem com problemas ndo solucionaveis, e ndo ha mecanismo
efetivo que permita distinguir um do outro.

3. O Primeiro Teorema da Incompletude (Gdodel)

(...) It is reasonable therefore to make the conjecture that these saxiom
and rules of inferenceare also sufficient to decide all mathematical
guestions which can be formally expressed in the given systems. In what
follows it will be shown that this is not the case, but rather that ih bbt

the cited systems, there exist relatively simple problerttseaheory of
ordinary hole numbers which cannot be decided upon the basis axioms.
Gdodel, K. (1934)

3.1 O Paradoxo de Richard

Considere que todas as propriedades de nimeros possam ser expressas
em Portugués, a partir de alguns conceitos basicos, como o de numeros
inteiros, soma, produto, quociente, divisivel, etc. Por exemplo,
poderiamos definir a propriedade de ser par como “divisivel por dois”.
Considere uma classificagao destas expressdes por ordem de tamanho, e
para expressbes do mesmo tamanho, por ordem alfabética. Considere
ainda uma enumeracdo destas expressdes: a menor expressao oecebera
namero 1, a imediatamente a seguir recebera o nimero 2, e assim por
diante. Diremos que um numero é Richardiano se ele NAO possui a
propriedade denotada por ele. Por exemplo: suponha que 15 € o nimero
associado a expressao “é primo”. Entdo 15 ndo é Richardiano, pois 15
ndo é primo. Seja N 0 numero correspondente a expressao “é
Richardiano”. Pergunta-se N € Richardiano?

Supondo que N_ éRichardiano, concluimos, pela definicdo da
propriedade “Richardiano”, que N ndo possui a propriedade denotada por
ele. Sendo assim, N nadréchardiano.

Supondo que N_ndo ®ichardiano, concluimos, pela definicdo da
propriedade “Richardiano”, que N possui a propriedade denotada por ele.
Sendo assim, N Richardiano.

! Refere-se ao sistema apresentado em Principiaekidtica (B. Russel) e ao sistema axiomatico para
Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Frankael



O Paradoxo de Richard (Richard, J. (1905)) pode ser tomado como um bom ponto de
partida para abordar os Teoremas de Godel, pois ilustra de mafainzal a estratégia
formalizada por Godel na prova de seus teoremas. Assim como o Paradtussdk o
Paradoxo de Richard se apodia na auto-referéncia e confusdo propositale ese
estabelece ao se considerar a linguagem (a mateméatica) etaiinguagem (a
metamatematica) no mesmo patamar, e sédo citados, pelo préprio cedaelanalogias
evidentes a sua estratégia (Godel, K. (1934)). O paradoxo de Richawl dwastificio
mateméatico denominaddiagonalizagéo.

A confusdo proposital entre matematica e metamatematicaA matemética se faz
presente no paradoxo através dos numeros, por exemplo, 1,2, etc, e operacdes sobre
nameros, por exemplo 2+3x2, etc. A metamatematica consiste na formulagdo de
propriedades a respeito da matematica, por exemplé: & menor prova de queé

primo”. Observe a definicdo de numero Richardiamo:numerc Richardiano se ele

NAO possui a_propriedade denotag@r ele. Nela, mateméatica e metamatematica
aparecem lado a lado.

A auto-referéncia. A auto-referéncia aparece no paradoxo ao se tentar aplicar ao
namero que denota uma certa propriedade a propriedade denotada [S@jeels: o
namero correspondente a expressao “é Richardiano”. Pergunta-se N é Richardiano?
Como a propriedade em questdo € propositalmente negativa, a aplicagatvaf da
mesma produz a contradicdo. Observe que a auto-referéncia produz o paraddro qua
€ associada a propriedade negativa.

Observe que o Paradoxo de Russel, e o Paradoxo do Barbeiro de Sevilha séo
construidos sobre estes mesmos elementos.

Além das duas questdes destacadas acima, este paradoxo tamhbra sk atrtificio

da enumeracaq peca fundamental das provas de Godel. A classificacdo de Richard €
um tanto imprecisa e baseada em suposicdes vagas. Mas indicabdigadside se

criar uma classificacdo precisa ... como Gddel fez!

3.2 A Estratégia de Godel

The formulas of a formal system (...) are, considered from outside, finite
sequences of primitive symbols (variables, logical constants, and
parentheses or dots) and one can easily make completely precise wich
sequences of primitive symbols are meaningful formulas and which are
not. Analogously, from the formal standpoint, proofs are not but finite
sequences of formulas (with certain specifiable properties). Naturally,
for metamathematical considerations, it makes no difference which
objects one takes as primitive symbols, and we decided to use natural
numbers for that purpose. Accordingly, a formula is a finite sequence of
natural numbers and a prof-figure is a finite sequence of finite sequences
of natural numbers. Methamatematical concepts (assertions) thereby
become concepts (assertions) about natural numbers or sequences of
such, and therefore (at least partially) expressible in the symbalfsm



the PM itself. It can be shown, in particular, that the concepts
“formula”, “prof-figure”, “provable formula” are definable within the
system PM, i.e. one can produce, for example, a formula F(v) of PM with
one free variable v (of the type of a sequence of numbers) such that F(v
when intuitively interpreted, says: v is a provable formula. Now we
obtain an undecidable proposition of the system PM, i.e. a proposition A

for which neither A nor non-A is provable, (...) Godel, K. (1934)

Um sistema € consistente, se nele ndo € possivel provar contra8igdgs assim, na
busca pela matemética segura seria necessario afastar qualsgibilidade de provar
matematicamente os paradoxos. Ou seja, 0 sistema consistente, eémpqgssivel
expressar paradoxos, seria naturalmente incompleto. A estratégidaagotaGodel
consistiu em

(1) Reduzir a matematica a aritmética;

A aritmética era considerada a parte segura da mateméaticaeparoncreta e
finitaria. Toda proposicdo da matematica deveria ser escrita oom proposicao
da aritmética.

(2) Enumerar as proposi¢fes matematicas;

A classificacdo reduziria a niumeros tanto as expressdes niagsmguanto as
expressdes metamatematicas. Qualquer destas expressfes jpassarencarada
como um namero.

(3) Utilizando a enumeracdo obtida reproduzir a sentenca auto-refesgressa
informalmente no Paradoxo de Richard.

Tomar o numero referente a uma proposicdo negativa e aplicar a pAoposic
denotada ao numero que a denota.

(4) Finalmente, demonstrar que a sentenca auto-referente ndo ppdevada no
sistema.

Ao supor verdadeira a questédo obtida pela auto-referéncia, conclui-aarpsna
é falsa, e ao supo-la falsa, conclui-se que € verdadeira.

Através destes quatro passos, Godel demonstrou a existéncia de umagfwoposi
expressa no sistema, que néo poderia ser provada no sistema.
3.3 Numeros de Gddel

Para enumerar as proposi¢cdes matematicas, passo (2) da estleségia na se¢éo 3.2,
GO0del criou um sistema de numeragao cumprindo com 0s seguintes requisitos:

» Expressoes distintas devem possuir numeros distintos.

» O numero de qualquer expressdo deve ser calculado de maneira precisa, e
tempo finito.

2 PM se refere ao sistema apresentado em “Priniathematica” por Russel e Whitehead, com a adicdo
de dois axiomas por Gddel.



« Dado um numera e uma expressae, deve ser possivel decidir-se, de
maneira precisa, em tempo finito,rsé o nimero de.

* A expressdo correspondente a qualquer numero deve ser identificada de
maneira precisa, em tempo finito.

A seguir, apresentamos passos da numeracao de Gdodel (adaptado de Kubrusly,(2007)):

(19 Fixar o conjunto finito de simbolos que ocorre nas expressées magsmét,
O0,-,0=,0,s,(,),virgula}. A cada elemento deste conjunto, atribuir nimeros de 1 a 10,
respeitando a ordem em que estao apresentados.

(29 Associar nimeros primos maiores do que 10 as variaveis independertes. P
exemplo, associar x a 11,y a 13,z a 17, e assim por diante.

(39 Associar o quadrado dos nimeros primos maiores do que 10 aos simbolos de
funcées. Por exemplo, associar f 4, Hla 138, h a 17, e assim por diante.

(49 Associar o cubo dos nimeros primos maiores do que 10 aos predicados. Por
exemplo, associar p a3t a 13, ra 17, e assim por diante.

Nesta numeracgdo, o nimero associado a expressao "Existe um X quessorsiey",
formalizada como (Ux ) (x =sy), é o resultado d€2 3%x 5'x 7%x 118x 13
x 17°x 19"x 23%x 29°,

A expressdo associada ao numero 15001 é “>”, que resulta da decomposi¢cédo de
1500 em fatores primos: 22 x 3x 5x 5x 5, ou seja, Zx 3*x 53 seguida da
decodificagéo dos expoentes 2, 1 e 3 conforme o primeiro passo.

Alguns numeros naturais podem resultar em expressdes que ndo sao beadpEn
portanto, ndo tém significado matematico. Outros numeros naturais pasidtarrem
sequéncias de primos que ndo contém todos os primos (por exemplo: X0 x=52x

5, ndo contém 3), e por isto ndo sdo numeros de Godel. Verifique, no entan&taque e
codificacdo cumpre com 0s quatro requisitos enumerados acima.

3.4 A Sentenca de Godel

Para reproduzir a sentenca auto-referente do terceiro pass@da3sggconsidere um
sistema no qual seja possivel efetuar a numeracédo de Godel. Vamts ger #p o
namero de Gddel da formula p. Definiremosspg como “p é a prova de q”. Entéo,
para uma dada formula B(x),#A B(#A) significa que:

A é a prova de B(#A), ou seja,
A é a prova de que seu numero satisfaz B.

Suponha, agora, que B expressa: “x € numero de uma prova’. A sentenca dé Godel
uma sentenca A que satisfaz: A ~B(#A): A é a prova de que seu numero nao é
ndmero de uma prova.

Observe a semelhanca com o paradoxo de Richard.

v
A - ~B(#A)

+

Um nimero é Richardiarse ele NAO possui a propriedadienotada por ele




Figura 3: A senteca de Gddel e o Paradoxo de Richar d.

3.5 A Impossibilidade de Provar a Sentenca de Godel

Conforme descrito na secao 3.2, quarto passo, resta mostrar que aasentenc
referente ndo pode ser provada. Se A é verdadeira entdo ~B(#A) tamiEoorre,

entdo, que a sentenca de numero #A, ndo pode ser demonstrada, sendo porganto, fals
Porém a sentenca #A é a propria A.

Se A é falsa entdo ~B(#A) também é. Decorre, entdo, que a sedemgimero #A,
pode ser demonstrada, sendo portanto, verdadeira. Porém a sentenca #A € a propria A.

Conclui-se entdo que, se A é verdadeira, entéo é falsa, e sdsa éritdo € verdadeira,
0 gue néo é possivel.

3.6 A Interpretacdo Computacional do Primeiro Teorema da Incompletude

O primeiro Teorema da Incompletude demonstrou para a comunidade rneteynét
um sistema consistente € naturalmente incompleto, ou seja, essteencas que,
apesar de expressas no sistema, ndo podem ser provadas no sistemma Aopr
Teorema da Incompletude utiliza a enumeragéo de Gddel e do argumgotablepor
isso s6 vale para sistemas em que se possam formular estes conceitos.

O computador, visto como um sistema formal, é suficientemente exprgsza

suportar a enumeracao de Godel e do argumento diagonal? A respostavafienesta
questao implica na validade do Teorema da Incompletude, e portanto, Bacéxige

sentencas que, apesar de expressas no sistema, ndo podem ser proisdasanias
0 que significa tal fato, em termos de “computador”? Deve haver nt@grietacao
computacional para “existem sentencas que, apesar de expresstenmg si&o podem
ser provadas”. Nesta interpretacdo computacional, o que sédo sent@mpas3ignifica

“ser provada’?

O computador como um sistema formalNa sec¢do 1 apresentamos a Maquina de
Turing (na versédo apresentada em Hopcroft and Ullman (1979)) como @masist
formal. Retomamos aqui a mesma definicdo. Queremos mostrar @giandeste
formalismo com os computadores atuais, admitindo, porém, assim como Turéng,
ndo ha como provar a correspondéncia exata entre 0 computador e o favngaksm
pretende representar.

L] |
A

CONTROLE

Figura 4: A Maquina de Turing



Considere que a maquina € composta por uma fita dividida em quadros & fit
potencialmente infinita, ou seja, € finita, mas, é possivel estandéakso o
processamento da entrada exija um maior nimero de quadros. Além danfédguina
possui um controle (cabeca ou cabecote) que estara posicionado em umaquetho
momento, e que efetua repetidas vezes 0s seguintes passos:

Lé o contetdo do quadro em que se encontra. O conteudo pode ser qualquer simbolo
pertencente ao alfabeto da maquina, ou b (branco).

Escreve um simbolo do alfabeto ou apaga um simbolo (escreve branco) no quadro
em que se encontra.

Move para o quadro imediatamente a esquerda ou a direita.

A maquina sempre inicia o processamento no estado designado como enfudad
quando ndo ha instrucao que possa ser efetuada.

Definicdo: Uma Maquina de Turing € uma 7-ugl® ,I", b ,X, J, Qo, F > onde,
Q é um conjunto finito de estados;
" € um conjunto finito de simbolos (alfabeto da maquina);
bOT é o simbolo “branco”
20T —{b}éoconjunto de entrada;

0: QxTI - QxTI x{L,R} é a funcdo parcial de transicdo, onde L representa
movimento a esquerda e R representa movimento a direita;

Qo € 0 estado inicial;

F € o conjunto de estados finais.

A funcéo parcial de transicdo determina o funcionamento da maquina, jdagios o
estado corrente e um simbolo do alfabeto, ela determina o novo estadicaiscado,
0 simbolo a ser impresso e 0 movimento que a maquina efetuara. Plicidade, a
funcaod pode ser representada por um conjunto de quintuplas, como mostra a figura 5:

gi S G M f

v
l ¢ estado a ser alcancado

movimento
simbolo gravado

simbolo lido
estado corrente

Figura 5: Representacao das instru¢cdes da Maquinad e Turing

O funcionamento da maquina a cada passo, descrito por uma quiit®a M df,
pode ser lido como se segtiestando no estado gi, com S na fita, escreva G, mova um
guadro para M (direita ou esquerda), e altere o estado para qgf.”

Comod é uma funcédo parcial, ndo é preciso que todas as combinacdes desfzates
corrente / simbolo lidestejam definidas. No caso de indefinicdo, a maquina para.



A Maquina de Turing como programa. Para exemplificar a Maquina de Turing,
apresentamos nesta secdo a Maquina de Turing como um programa que tem por
finalidade efetuar a duplicacdo de um numero lido.

Seja M a Maquina de Turing < {.Gu, 0,08,04,050 }, {[,0},0,{[}. 8, o, {qe} >
onded é definido pela tabela da figura 6.

Go|| [O|R|as 0|0|0|R|qp O|O[] [ L |04 Os|| ||| L|Os
%G|0|0|R |6 || || Rl Ga|| [[|L]Oa g5/ 0] 0| R| o
Qll [ RlG /0[] |R|gs ds[O[OJL |05
Figura 6: Funcao de Tarnsicdo da Maquina de Turing  que efetua a duplicacéo
da entrada

O processamento inicia com o cabecgote posicionado no primeiro cal@aeetrada. A
entrada da maquina, ou seja, 0 numero a ser dobrado, consiste em umaasegliénci
tracos, cada trago representando uma unidade. Apds haver lido um casnérada,

0 cabecote 0 apaga e avanca até encontrar o primeiro branco, que ifidedada
entrada. ApOs o branco, o cabecote escreve dois caracteres, e patargaplicar o
segundo caracter da entrada. Ao retornar da duplicacdo, o cabecotetrdeeelee os
caracteres escritos na saida, o branco separador, e os carquee@@nda restam na
entrada. O processo, entdo se repete, com o cabecote posicionado no paraeter

da entrada. No retrocesso, se ndo for encontrado mais nenhum casactduglicado,

a maguina alcanca o estado final e para.

Na figura 7, apresentamos uma breve descri¢éo informal da finalidade de cada estado.

| | apaga o caracter da entrada

Qo o
0| finaliza o processamento

| | avanca a entrada

S ,
0| ultrapassa o branco apos a entrada

| | avanca até a posicéo de iniciar a duplicacao

(07)
0| escreve um caracter da entrada

| | sem funcéo definida

Qs .
0| escreve a duplicata do caracter da entrada

| | retrocede nos caracteres da saida

Qa .
0| retrocede no branco que separa a entrada da saida

| | retrocede nos caracteres da entrada

03

0| reposiciona a maquina para repetir a duplicacao




Figura 7: Descricdo dos estados da Maquina de Turin g que efetua a duplicacédo

A Maquina de Turing apresentada efetua uma tarefa especifica,aqdapéicacao da
entrada. Para que ela efetue uma outra tarefa (por exemplo, plicagéio de dois
nameros) teriamos que considerar outra fungdou seja, teriamos que definir uma
nova maquina Q,7,b.2,5,Qo,F >.

A Maquina de Turing como computador: A Maquina Universal

It is possible to invent a single machine which can be used to compute any
computable sequence. If this machimes supplied with a tape on the
beginning of which is written the S.Df some computing machin,
then« will compute the same sequencerasiuring, A. (1936)

Para que a maquina se comporte como um computador, ela deve ser cefedzade
diversas tarefas, sendo cada tarefa implementada por um determpmogdama. Ja
vimos que uma 7-upla Q,I',b2,0,Qy,F > efetua uma tarefa especifica (um programa),
determinada pod. Vamos agora apresentar uma Maquina de Turing capaz de tomar um
programa como entrada e efetuar o que este programa determina. &rpalavras, a
Maquina de Turing que apresentaremos aqui devera encontrar em suadfitautra
Maquina de Turing (o programa) e executa-lo. Chamaremos de Maquina dinavers
Maquina de Turing capaz de receber programas e executa-los.

CONTROLE

Figura 8: A maquina universal

A entrada da Maquina Universal. Para que a Maquina Universal= < Uq, Ur, Uy,
Us, UsUgo, Ur > seja capaz de receber uma outra Maquina de Tuving <
Q.\)b2,0,Q0,F > como entrada, esta deve ser codificada no alfabeta de sejam
deve ser re-escrita com os simbolosige SendoUr ={ |, 0 }Jum alfabeto binéario, a

quantidade de digitos necessarios para a representacao de cada qidanfuipddo de
transicao dev é:

SendoQ o conjunto de estados dd, serdo necessarios x digitos binarios para
codificar todos os estados, onde x é a menor poténcia de 2 qde- 2|2

Sendol” o alfabeto dev, serdo necessarios y digitos binarios para codificar todos
os simbolos do alfabeto, onde y é a menor poténcia de 2 quexfaz P

% S.D. tandard descriptioné uma descricdo de Maquinas de Turing usando réenas simbolos
“A""C","D","R","N" e *;".



Os movimentos da maquina serdo sempm@u R, portanto, um digito binario é
suficiente para codificar os movimentos.

Desta maneira cada quintupla da descricdo do programa sera repl@epent2< x + 2
x yl+ 1, conforme mostra a figura 6.

qi S G Mf -~ oL
v Lo xdigitos binarios
l l 1 digito binario
y digitos binérios
y digitos binarios
x digitos binarios

Figura 9: Tamanho da representacgéo binaria de cada
Méquina de Turing

guintupla de uma

Na representacdo da fungcdo de transicdo da maquina de duplicar @jgseado
necessarios 9 caracteres para cada quintupla, e portanto, 99 esrgEs a
representacdo de toda a funcdo. Adotaremos a seguinte convencao:

Estados: g= 000, g = 00|, g = 0|0, g =0||, g = |00, ¢ = 0|, @ = ||O;
Alfabeto: O e | serdo representados por O e | respectivamente;
Movimentos: L e R seréo representados por O e | respectivamente;

A tabela da figura 10 mostra cada quintupla da maquina de duplicarrespeativa
codificacéo binaria:

@|O0Rgqg |000[000]
©OO0R@ |00000|[|0
®wl|Rg 00||[|o0]

. 00Rg |00]00[0|0
®2||Rg o[a|flo|o

20|Rg |0]0OO[0|

9:0|Lag |0][0]0]00
GallLa |00]|0]00
000Lg []00000[0]
s00R @ |]|0]00]000

Figura 10: Representacao binaria de cada quintupla

da maquina de duplicar

A maquina de duplicar pode ser descrita no alfalétpela codificacdo de sua
sequéncia de quintuplas:

000]000]00000]||000|||00]00|00|0]00|0}||0|00]00]|0]|0]|0]0]00|00]|0]00|00000|0]|0]00|000



Observe que o processo de decodificacdo segue a ordem inversa dos passos da
codificacdo. Como o tamanho de cada quintupla, e também os tamanhos de cada
componente de quintupla séo fixos, é possivel saber quais os digitos binarios que
correspondem a cada componente.

Além da codificacédo des, a Maquina Universall deve receber também como entrada
a codificacdo da entrada dé no alfabetoU, . Esta codificacdo é feita seguindo as
mesmas convencodes da codificacad dafabeto dew.

7

Por motivos de clareza, é conveniente considerarmos que a codificagioeda
codificacdo de seu alfabeto estdo dispostas em fitas diferentasla fita possui um
cabecote préoprio. Na verdade, também por motivo de clareza, € conveniente
considerarmos uma terceira fita auxiliar para o processo deasiouldess. Esta
terceira fita tera a funcdo de armazenar o estado corremerdesimulagéo. Assim,
passamos a representar a Maquina de Turing como um dispositivo fimasrésomo
mostra a figura 11. Neste dispositivo, cada instru¢céo deve ser dagfd@n® S G; G,

Gs M1 M2 M3 ¢ , ondeS, é o simbolo lido da fita IGx € o simbolo gravado na fita k e

My € 0 movimento a ser efetuado na fita k.

L[ A codificagcéo dev.

\ f
\] | Auxiliar para a simulagdo de.
Guarda o estado corrente ale

A entrada dev.

| CONTROI F |

Figura 11: A Maquina de Turing de trés fitas

A maquinau, entdo efetua repetidamente os seguintes passos:
(19) Identifica o estado corrente na terceira fita.
(29 Identifica a entrada na segunda fita.

(39 Procura na primeira fita a quintupla que encabecada pelo estadioteoseguido
do simbolo da entrada.

(49 Identifica a operacdo e 0 movimento na quintupla encontrada no tpassm
(59) Efetua a operacdo e o movimento na segunda fita.
(6% Armazena o estado corrente na terceira fita.

A equivaléncia entre a Maquina de Turing com uma fita e a Maquia de Turing

com vérias fitas. Ao estendermos o modelo da Maquina de Turing de um cabecote e
uma fita paran cabecotes g fitas, seu poder de computagcdo néo é alterado com relacéo
ao modelo de apenas um cabecote e uma fita. Informalmente, estpolE ser



percebido, ja que o conteludo dafitas pode ser agrupado ewuplas: as primeiras
quadras daa fitas podem ser codificadas como a primeira quadra de uma Unicasfi

n segundas quadras daditas podem ser codificadas como a segunda quadra de uma
Unica fita, e assim por diante. Cada simbolo da nova fita deve ssmiaa® a uma
informacé&o que indique se o cabecote da respectiva fita esta pasiciranaimbolo ou

ndo. Este esquema esta representado na figura 12.

Maquina den fitas Méaquina de uma fita
fita 1[L,]2,] | | [mofi[1] ~Jw.[0]zf0 ]
fita 2[12[2,] | | T
_ O cabecote da segur
fita n|1n|20] | | fita estd posicionado
T primeira quadri
T quadra 2
quadra 1

Figura 12: Simulagdo da Maquina de Turing de  n fitas em uma méaquina de
apenas uma fita. A notagéo i ; significa: quadra i da fita j

Para atuar em uma fita conforme mostra a figura 12 (a digeiv@cessario considerar
que cada instrugcdo da formas, ... $ Gy ... Gy Mz ... M, g da maquina € interpretada
como se segué€estando no estado gi, a maquina percorre a fita até encontrar as
quadras consecutivas 3, escreve G0 no lugar de §1, avanca 2n + 2 simbolos no
sentido M da fita, e escreve 1 no lugar de 0, a seguir, percorre a fita até encastrar
quadras consecutivas 3, escreve &0 no lugar de §1, avanca 2n + 2 simbolos no
sentido M da fita, e escreve 1 no lugar de O, ..., percorre a fita até encontrar as
quadras consecutivas, 3, escreve 0 no lugar de $1, avanca 2n + 2 simbolos no
sentido Mda fita, e escreve 1 no lugar de 0. Finalmente, altera seu estadospara g

A prova formal da equivaléncia entre a maquina de uma fita e ama&dpn fitas pode
ser consultada em Hopcroft, J. E. and Uliman, J. D. (1979).

Maquinas de Turing e o Primeiro Teorema da IncompletudeRetomamos agora as
questdes levantadas no inicio da se¢do 3.6. O computador, visto como uma sistem
formal, é suficientemente expressivo para suportar a enumeraca@did & do
argumento diagonal? Ha uma interpretacdo computacional para “existérsgatencas

que, apesar de expressas no sistema, ndo podem ser provadas no sistema”?

Sabemos que é possivel codificar uma Maquina de Turing utilizando os asnalool
alfabeto de outra Maquina de Turing. Em particular, conhecemos a cgétifibanaria

de uma Maquina de Turing. Vamos entdo denotar pot a codificacdo binaria da
maquinas.. Observe que a qualquer sequéncia binaria corresponde-se um namero
natural. Portanto, podemos considerar uma enumeracao de Maquinas de &aadlang: ¢
Maquina de Turing possui um numero, ndo ha duas maquinas com 0 mesmo numero e
nao ha maquina sem namero.



Passamos agora ao argumento diagonal. Seguindo os passos de Gddel em sua prova,
pretendemos construir um argumento auto-referente que ao ser aplisa@ooprio
revela uma contradicéo.

Seja4 uma MA4quina de Turing que recebe como entrada um codigo de maquina de
turing “a”e uma entrada paras e imprime | em sua fita somente no caso emwgue
rodando com» imprime 0. Em qualquer outro casoimprime O:

| s&w) =0
A*M", o) =
0 e(w) # 0

Seja8 uma Maquina de Turing que recebe como entrada um cddigo de maquina de
turing “m " aplica @ ao seu proprio cédigo. A maquiraimprime | em sua fita
somente no caso em @&, rodando com#4/” imprime 0. Em qualquer outro cass,
imprime 0.

| & ") = 0
BOEM™)=a("M","“M") =
ee M) #0
Questiona-ses, ao executar com 3™~ imprime 07?

A quem responder afirmativamente, argumentamos: Pela definicas, dg 3")
imprimira 0 somente no caso em @g€3”) nao imprime 0.

A quem responder negativamente, argumentamos: Pela definicé&p ®fe3’) néo
imprimira 0 somente no caso em g€ 3”) imprime 0.

| B¢ 3) = 0
BB )=A("B", “B")=
0BEB) # 0

A construcdo da Maquina Universal nos mostra gue perfeitamente viavel: para
construir4 basta utilizar a Maquina Universal para simular a execucawa dem sua
entrada, e ao final corrigir a saida para | no caso emyesulta 0, e para 0 em
qualquer outro caso. O motivo da contradicédo reside entdo na construgabléle é
possivel que tal Maquina de Turing exista, apesar de seu enunciadoamamnte
claro.8 é a sentenca de Godel, expressa em termos de Maquinas de Turing.

4. O Segundo Teorema da Incompletude (Godel)

O Segundo Teorema afirma que a consisténcia de um sistema nao ppdevaea
dentro do préprio sistema. A estratégia de Godel neste Teoremidizeedat aparato
l6gico do Teorema anterior. Consiste em considerar uma formula qusesexpriato de
que o sistema em questao € consistente. Através de manipulacdas, I6hega-se a
conclusao que a prova da consisténcia implicaria na prova da sentéagdatiecomo
mostra a tabela da figura 13.



1 A= ~B(#A) Consequéncia do Primeiro Teorema: A é a prova de
gue seu numero é nimero de prova.

2 |B(#(A= ~B(#A)) Para um p arbitrario, se p € prova entdo #
namero de prova. (2) afirma que o numero de
namero de prova.

E®T
@ @

3 |B(#A)= B (#(~B(#A))) | Para p, q arbitrarios, sespq € prova entédo #p>
#q. De (1) teremos (3).

4 |B(#A)=>B (#(B(#A))) |Se p é prova, entdo o numero do namero da prova
de p também é namero de prova.

S |[B(#A )= ~ CONSIST Sabemos que um sistema é consistente se nelg ndo é
permitido provar uma sentenca nem sua negacao.
Mas supondo B(#A) em (3), deduz-se que o numero
de B(#A) nao é numero de prova, e em (4), deduz-
se que o numero de B(#A) é nimero de prova.

6 |CONSIST = ~ B(#A) De (5) concluimos que a consisténcia do sistema
implica no fato de que A ndo € nimero de prova.

7 |~B(#A)= A Decorréncia do Primeiro Teorema.

8 |CONSIST= A de (6) e (7). Dai, a prova da consisténcia implica na

prova de A, que, pelo Primeiro Teorema, ndo pode
ser provada no sistema.

Figura 13: Esboco da prova do Segundo Teorema

5. Concluséao

O que é um sistema formal? Do que um sistema formal é c@oeaPputador pode ser
visto como um sistema formal?

Um sistema formal € constituido por simbolos e regras precisaampulacdo destes
simbolos. Utilizamos um sistema formal para representar umareizdiade, e através

de conclusdes obtidas através de manipulacdes dentro do sistema, podenros inf
certas conclusfes a respeito do que esta sendo representado peéo Bistiemos ver

um computador como um sistema formal composto de simbolos 0's e 1's, que
representam niveis de tensdo. As regras deste sistema forooahijutador) permitem

0 reconhecimento do 0, o reconhecimento do 1 e a substituigdo de um simbolo pelo
outro em uma dada sequéncia de 0's e 1's. Sendo assim, tudo o que um congputador
capaz de fazer pode ser representado através de sequiénciaddifitas 1's. Sabemos

que, a cada sequéncia finita de 0’'s e 1's corresponde um numero nattéa).eXxiste,

no maximo, uma quantidade enumeravel (do tamanho do conjunto dos numeros
naturais) de sequéncias finitas de 0’'s e 1's. Dai, o computador Zdmpaalizar uma
guantidade enumeravel de processamento.

Quantas sdo as tarefas que gostariamos de realizar atravémplatacior? Se nos
detivermos ao computo de fun¢gdes no conjunto dos numeros natuieés & Natf),
podemos chegar ao nimefdaf"®, ou seja, o tamanho do conjunto dos ndmeros



naturais elevado a ele proprio. Este valor é, no entanto maior do que mlagleant
(enumeravel) de sequéncias finitas de 0’'s e 1's! Em outras palavras:

Existem mais funcdes que gostariamos de computar do que possiveis programas para
computa-las!

ou, em termos matematicos:
Existem mais proposi¢cdes verdadeiras do que proposi¢coes provaveis!

Este resultado nos foi demonstrado pelo primeiro teorema de Gtk sistema
formal € incompleto, ou seja, ha sempre um enunciado que pode ser expresso no
sistema, mas cuja prova, ndo pode ser construida no proprio sistema.

Na verdade, os resultados demonstrados por GoOdel séo tdo fortes que podem se
estendidos para além da computacédo e da matematica. Ja quenoassfsrmais sao
normalmente utilizados para representar processos e objetos “do muaido re
conclusdes obtidas através de sistemas formais sdo normalnmiatgepretadas em
termos “do mundo real”. A experimentacdo nos ajuda a validar resultddio®s
formalmente, e, através destas interacfes entre “mundo reiatema formal, novos

fatos sdo comprovados e teorias sdo ampliadas. No entanto, sabemoggpelkio S
Teorema da Incompletude de Gddel, gDeenunciado que declara a consisténcia de

um sistema ndo pode ser provado no proprio sist&mmoutras palavras:

A matematica (um sistema formal) é incapaz de provar a sua propria consisténcial

Assim segundo teorema de GoOdel nos faz refletir construcdes icantéd suas
formalizacdes.

Por fim, o fato destes resultados terem surgido antes da invencédo plataxon nos
leva a questionar:

E possivel compreender a evolugao tecnoldgica abordando apenas fatos e artefatos
tecnolégicos?
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